Fedések és dimenzi6é provéges csoportokban

Maga Péter

Kivonat

Abért Miklos egy kérdését megvalaszolva bebizonyitjuk, hogy ha egy vég-
telen provéges csoport egy kompakt részhalmazanak box-dimenzidja 1-nél
kisebb, akkor kontinuumnal kevesebb eltoltja nem fedheti a csoportot. Meg-
mutatjuk tovabbé, hogy minden végtelen provéges csoportban létezik olyan
kompakt részhalmaz, mely 0 Hausdorff-dimenzids, mégis konzisztens, hogy
kontinuumnaél kevesebb eltoltja fedi a csoportot.

1. Bevezetd

A valos fliggvénytani kutatasok egyik modern témaja a kovetkezs kérdés vizsga-
lata. Igaz-e, hogy ha egy valos kompakt halmaz bizonyos értelemben kicsi, akkor
a szamegyenes csak kontinuum sok eltoltjaval fedhets le?

A véalasz természetesen fiigg attol, mit értiink ,kis” halmaz alatt. U. B. Darji
és Keleti Tamas [1] igazoltak, hogy ha egy kompakt halmaz pakolasi (vagy box-)
dimenzidja kisebb, mint 1, akkor kontinuumnéal kevesebb eltoltja nem fedheti le a
szamegyenest.

Mi a helyzet, ha a halmaz nullmértéki? Ha a kontinuumhipotézis igaz, akkor
csak kontinuum sok eltolt fedheti a szamegyenest. Azonban Elekes Marton és J.
Steprans [2] megmutattak, hogy létezik olyan kompakt halmaz, melyre konzisztens
(a kivalasztéasi axiomaval kiegészitett Zermelo-Fraenkel-axiomarendszerrel), hogy
kontinuumnal kevesebb eltoltja fed. Mathé Andras [3] megmutatta, hogy még
0 Hausdorff-dimenzi¢ju halmaz is létezik, melynek konzisztensen kontinuumnél
kevesebb eltoltja fed.

Elekes Marton és Téth Arpad [4] az emlitett konzisztenciat (olyan kompakt
halmaz létezése, mely nullmértékid a Haar-mérték szerint, de kontinuumnal ke-
vesebb eltoltja fedi a teret) lengyel tér topologidju Abel-csoportokra mutattak
meg. A nemkommutativ esetet pedig visszavezették a provéges és a Lie-csoportok
vizsgalatéra.

Végtelen provéges csoportokra Abért Miklos [5] be is bizonyitotta a kérdé-
ses konzisztenciat. Ugyanebben a cikkében vetette fel azt a kérdést, hogy vajon
lehetne-e Darji és Keleti eredményéhez hasonlét bizonyitani végtelen provéges cso-
portokra és box-dimenziora (ez a legfontosabb dimenziéfogalom a provéges csopor-
tok esetében).

A kovetkezdkben két — bizonyos szempontbél ellentétes iranyt — eredményt
igazolunk.



El6szor belatjuk, hogy végtelen provéges csoportokban a box-dimenzi6 eseté-
ben fennéll a Darji és Keleti altal a valos szamegyenesen pakolasi dimenziéra bi-
zonyitott tétel. Ennek soran az [1]-ben taldlhato technikat dolgozzuk &t provéges
csoportokra.

A masodik lépésben bebizonyitjuk, hogy a Hausdorff-dimenzié esetében més a
helyzet: minden végtelen provéges csoportban létezik olyan 0 Hausdorff-dimenzioju
kompakt halmaz, melyre konzisztens a ZFC-vel, hogy kontinuumnal kevesebb el-
toltja fedi a csoportot. Az 6tlet a 0 Hausdorff-dimenzi6 elérésére Mathé Andrastol
[3] szarmazik, aki a valos esetben bizonyitotta az llitast.

Megjegyezziik, hogy bar a két dimenzi6fogalom eltér, zart részcsoportok box- és
Hausdorff-dimenzioja megegyezik ([8]), igy a masodik lépésben konstrualt kompakt
halmaz nem részcsoport.

Csak olyan provéges csoportokkal fogunk foglalkozni, amelyek végtelenek, min-
dezt az alabbi definici6 biztositja.

Definicié. Legyenek adottak a G, Gs, . .. véges csoportok, valamint a oy, : Grpi1 —
G, sziirjektiv, de nem injektiv homomorfizmusok. Ekkor az ezek dltal meghatdrozott
G provéges csoport elemei a kovetkezdk:

{(91,92,..)|VE € N: gy € Gy, 0r(grs1) = Gr}s

a miveletet pedig koordindtanként végezziik. Jelolés: eqy tetszdleges x € G esetén
xy, jeloli az x elem k. koordindtdjdat, X C G esetén Xy, jeloli azon elemek halma-
zat, melyek elddllnak X -beli elemek k. koordindtdjaként.

Megjegyezziik, hogy masképpen is definialhatok a provéges csoportok. Altala-
ban példaul a véges csoportokat is provégesnek tekintik, amit mi ugy kaphatunk
meg, ha megengediink injektiv homomorfizmusokat is.

A kovetkezs észrevétel nagy segitségiinkre lesz. Ha a (G),) csoportsorozatnak
csak egy végtelen (G, ) részsorozatat tekintjiik, melyek kézott a homomorfizmu-
sokat az eredeti homomorfizmusok kompozicidjaként értelmezziik, akkor a beléliik
szarmaztatott provéges csoport az eredetivel izomorf lesz. Ennek az alkalmas rész-
sorozatra valo attérésnek az adja a hasznélhatosagat, hogy csoportelméleti tulaj-
donsigokat nem valtoztat: példaul azt, hogy egy részhalmaz bizonyos eltoltjai
fednek-e valamilyen mas részhalmazt; mig mas tulajdonsagok igényeink szerint
meg tudnak majd valtozni.

Mostantol a definiciokat illetGen [8]-at kovetjiik. Definidljunk a természetes
metrikit G-n:

1

Definicié. Ha x,y € G, és x # y, akkor legyen d(z,y) = oAt ha x|; = y;; minden

J < k-ra, és x, # Y. Legyen tovdbbd d(x,x) = 0.

Koénnyt ellendrizni, hogy d metrika G-n, amellyel G lengyel tér (teljes és sze-
parabilis). Bar ez a metrika megvaltozik, amikor a csoportsorozatnak egy alkalmas
részsorozatara tériink at, az altala indukalt topoldgia nem.



2. Box-dimenzio

Jel6lés. Legyen |S| az S halmaz elemszéama.
Definici6. Legyen X C G tetszdleges. Ekkor legyenek

: o dog | X —— , log | X/
dimg(X) = liminf ———; dimg(X) = limsup ————
B< ) k—o0 log |G|k| B( ) k—o0 log ‘G\k|

rendre X alsd és felsd boz-dimenzidja. Ha dimp(X) = dimp(X), akkor azt mond-
Juk, hogy dimp(X) létezik, és értéke dimg(X) = dimp(X). Ebben a részben di-
menzio alatt mindvégig box-dimenziot értink.

Ha adott a G provéges csoport, akkor elkészithetjik G™ direkt hatvanyat. En-
nek részhalmazain hasonloképpen értelmezhetjiik az el6bb definialt két fogalmat.
A tavolsidg legyen a koordinatédnként vett tavolsagok maximuma. A dimenzidk

dimg(G™) = n.

Legyen X, Y C G. Konnyt belatni, hogy ekkor dimp (X )+dimp (V) < dimp (X x
Y), dimg(X) +dimg(Y) > dimg(X x Y), azaz ha dimg(X), dimg(Y’) léteznek, ak-
kor dimp(X) + dimp(Y) = dimg(X x Y).

2.1. Lemma. Ha X C G belseje nemiires, akkor dimg(X) = 1. Ha X C G"
belseje nemiires, akkor dimg(X) = n.

Bizonyitas. Nyilvan elegend§ az egydimenzios valtozatot belatni. Legyen x

(1,9, ...) bels6 pontja X-nek. Ekkor alkalmas k-ra (x1,..., %k, Gks1, Gkio---) €
X minden gi41 € Gigi, G2 € Gryo, ... esetén. Ekkor minden [ > k-ra | X| >
1Gul log | Xy

— 1. 04

E Mivel ]G|z| — 00, igy log |G|
Ha X C G, akkor legyen

|Gk

X0 = {(21, . 2) € X"i £ j = 3, £ 2,1},
Legyen F, : G — G™ a kovetkez6:

Fn(xla s 7xnag) = (xlga cee 7$ng)

Koénnyt belatni, hogy d(F,(z), F,.(y)) < d(x,y), igy F folytonos. Szintén kénnyen
adodik, hogy nem noveli sem az also, sem a felsG dimenziot, ugyanis semely szinten
nem noveli az elemszamot: | Xz| > |F(X)x|.

2.2. Lemma. Legyen X C G tetszéleges, melyre F,(X™ x G) N P = (). Ekkor
minden g € G-re Xg N P legfeljebb (n — 1) elemd. Ha tovdbbd P kontinuum

szamossagi, akkor G nem fedhetd le X kontinuumndl kevesebb jobb-eltoltjaval (g-
vel vett jobb-eltolt: Xg).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az els§ allitds nem igaz, azaz r19 = y1,...,Tng = Yn
P kiilonb6z6 elemei, ahol zy,...,z, € X. Ekkor F,(xi,...,x,,9) € P, ami
ellentmondés. A masodik allitas nyilvanvalé az els6bdl. [J



2.3. Lemma. Legyen F' C G™ kompakt, sehol sem sird. Ekkor van olyan P C G
kontinuum szdmossdgi perfekt halmaz, melyre F N P* = ().

Bizonyitds. Legyen Uy = G, ez nyilt. Altalaban az Uy, halmaz alljon n* nyilt kom-
ponensbdl. Az egyes szint komponenseibdl tgy kapunk egy tijabb szintet, hogy U},
minden komponensében n nyilt komponenst vesziink fel agy, hogy minden kompo-

nens atmérGje legfeljebb 2%, és lezartjuk is Ug-beli. Tovabba ha Vi, ..., V, k11 ezek a
komponensek, akkor ha x4, ..., z, kiilonb6z6 V;-kbél vannak, akkor (zi,...,z,) ¢
F.

Elgszor vegyiik fel Vi,. .., V, x1-et gy, hogy paronként diszjunktak legyenek,
az atmérgjiik legyen legfeljebb 2%, még a lezartjuk is Ug-beli, valamint U minden
komponensébe pontosan n essen koziiliik. Ezutan zsugoritsuk Sket, legyen 7 az
{1,...,n*1} halmaz egy n elemi variacidja, azaz egy {1,...,n} — {1,...,n*"1}
injektiv fliggvény, és legyenek V/ C Vi,..., V', C V1 olyanok, hogy V;(l) X
X VI NE = 0 (ilyen van, mert F' nem strd Vi) X ... X Vy(n)-ben). Ismételjiik
el ezt minden 7 variaciora, megfelel6 nyilt részét kapjuk Ug-nak, legyen ez Ug.q.
Ez legyen a rekurzios 1épés, és legyen P = N2 U,. Konnyen adodik, hogy P
megfelels. [J

2.4. Lemma. Legyen X C G kompakt, melyre dimp(X) < 1. FEkkor G nem
fedhetd le X kontinuumndl kevesebb jobb-eltoltjdval.

Bizonyitds. Legyen n > 2 olyan, hogy ndimp(X) < n — 1, ekkor dimg(X™") <
ndimg(X) < n — 1. Ekkor X" x G C G"!, és dimp(X™ x G) < n, azaz
dimg(F,(X" x G)) < n. Igy a 2.1 lemma szerint F,(X" x G) C G iires bel-
sej, kompakt halmaz, tehat sehol sem stirti. Ekkor a 2.3 lemma szerint alkalmas
P C G kontinuum szamossagt perfekt halmazra F,(X™ x G) N P = (). Igy a 2.2
lemma szerint készen vagyunk. [J

Ezt az allitast egy alkalmas csoportsorozatra vald attéréssel fel tudjuk ugy
erGsiteni, hogy als6 dimenziéra vonatkozzon:

1. Tétel. Legyen X C G kompakt, melyre dimg(X) < 1. Ekkor G nem fedhetd le
X kontinuumndl kevesebb jobb-eltoltjdval.

Bizonyitds. A G csoportot definidlé G,, csoportokbdl kivalasztva egy részsoroza-
tot, az ezek kozotti homomorfizmusokat pedig a ritkitas el6tti homomorfizmusok
kompozicidjaként értelmezve egy G csoportot kapunk, mely izomorf G-vel. Ekkor
ha adott az X halmaz, melyre dimy(X) < 1, akkor legyen GG olyan, hogy az abban

értelmezett box-dimenziéra dimg(X) = dimy(X) < 1 fennalljon. Ekkor X konti-

nuumnal kevesebb eltoltja nem fedi G-t, azaz X kontinuumnél kevesebb eltoltja
nem fedi G-t. O

3. Hausdorff-dimenzi6

Definici6. Legyen X C G. Ekkor

13 (X) = inf {Z(diam(An))s\ U An 2 X, diam(4,) < 5} ,
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po(X) = lim gz

Tovabba
ity (X) = sup{t]'(X) = oo} (= inf{t]!(X) = 0})

X Hausdorff-dimenzidgja. Ebben a részben dimenzio alatt mindvégig Hausdorff-
dimenziot értink.
A kovetkezd tételt bizonyitjuk be.

2. Tétel. Ha G provéges csoport, akkor ZFC-vel konzisztens, hogy van olyan 0
Hausdorff-dimenzidji kompakt részhalmaza, melynek kontinuumndl kevesebb jobb-

eltoltja fedi G-t.

Jelolés. Legyen N; <G a kovetkez6 norméloszto: azon elemek halmaza, melyeknek
els6 j koordinataja 1 (egységelem).

3.1. Lemma. Legyenek n,k pozitiv egészek. Ekkor van olyan K, C G kom-
pakt halmaz, mely zdrt F; halmazok unidja, ), diam(Fi)% < %, és tetszdleges
Z1,...,T, € G elemekre van olyan g € G, melyre 219, ...,2,9 € K, . Tovdbbd
K, még olyannak is vdlaszthato, hogy valamely N; normdlosztd szerinti teljes

mellékosztalyok unidja legyen.

Bizonyitds. Az éllitas n = 1-re nyilvanvald, legyen ugyanis K, = N, egy kell6en
kicsi normélosztoja G-nek. A tovabbiakban rekurzidval készitjik el a megfeleld
K, j halmazokat.

Hogyan 1ép a rekurzié n — 1-r6l n-re? Egy rogzitett k-hoz vegyiik fel azt a rend-
szert, mely a feltételeket n — 1-re kielégiti (legyen ez K, ), ehhez még teszlink
részhalmazokat, igy allitjuk el6 K, j-t. Tegyiik fel, hogy az n — 1-re adott kon-
strukci6 olyan, hogy &ll egy N; normalosztobdl, illetve néhany mellékosztélyabol,
és hogy valamely F; zartakra K,_; = U;F;, valamint

Z diam(F, %

Minden Nj; szerinti, N;-t6l kiilonb6z6 mellékosztélyban egy-egy elemet kijeloliink:
hi,..., hy, majd koréjiik azonos méretd By, ..., B, zart gomboket vesziink agy,

hogy fennélljon
Z diam(B;)*

Tovabba By, . .., B, Ggy is megvalaszthatok, hogy valamilyen j° > j-re N szerinti
mellékosztalyok legyenek. Ekkor K, , = U;B; U K,,_1 1, j6. Egyrészt

wl»—*

=

. p_ 1
diam(F;)* + iam(B;)* < —.
S+ omns <
Maésrészt legyenek x4, .. ., x, tetszSleges elemek. Az x4, ..., x,_1-hez adodik egy g,
melyre 19, ...,Tn-19 € Kn_1. Ekkor z,,g valamely NNV; szerinti mellékosztalyban

van, azaz alkalmas ¢’ € Nj-re x,g9¢' = h; € B;. Tovabba a g'-vel val6 jobb-szorzas



az N, szerinti mellékosztalyok mindegyikét onmagara képezi, igy gg’ megfelels
elem: z19¢',...,2,99" € K, . Valamint K, tdjra olyan szerkezett, amilyet a
rekurzidoban igértiink. [

Megjegyzés. A feltételeknek megfelel K, , halmazt el tudjuk késziteni egy tetszéle-
ges N; szerinti H mellékosztalyon beliil is gy, hogy az olyan F; zart halmazokbdl
all, melyekre

> =

fennall, és tetszbleges z1,...,2, € H elemekre legyen olyan g € N;, melyre
219, ...,Tng € K, A konstrukcié ugyanugy torténik, mint a H = G eset-
ben, K, ekkor is egy normaloszto6 szerinti teljes mellékosztalyok unidja. Kozvet-
len visszavezetés: készitsiik el a teljes csoportban K, ,-t, és minden N; szerinti
mellékosztalyba esé részét toljuk jobb-eltoldssal H-ba: Hihy = ... = H,h,, =
H. A kapott K/ halmazra a S diam(.)r < £ nyilvan fennall, és ha adottak
xi,...,%, € H, akkor alkalmas g € G-re és H;-re 219, ...,2,9 € K, N H;. Ekkor

r1g9hi, ..., xngh; € ngk N H. Az, hogy ekkor gh; € N; fennéll, nyilvanvalo.

Definicié. Legyen f : N — N. Ekkor a [[,_, An-t f-szlalomnak nevezzik, ha
minden A, elemszama legfeljebb f(n). Legyen adott f és eqy [[,—, An f-szlalom.
Azt mondjuk, hogy g : N — N egy részszlalom-méret, ha minden n-re g(n) < f(n).
Ekkor [1., B g-részszlalom, ha g-szlalom, és minden n-re B,, C A,.

Legyenek f,g : N — N, ahol g(i) < f(i). Tegyiik fel, hogy f(i) és g(i) tart
a végtelenbe. Ekkor konzisztens a ZFC-vel az, hogy minden f-szlalomot kontinu-
umnal kevesebb g-részszlalom fed ([2] 9-10. oldal, [6] 2.10. Tétel, [7] 2.3.9. Tétel
és 388. oldal).

Terviink a kdvetkezs. Meghatarozunk egy f-szlalomot, mely éppen G-nek felel
meg, valamint egy g(1),¢(2),... részszlalom-méretet. Az el6bb konstrualt K,
halmazok segitségével készitiink egy olyan 0 dimenziés C' kompakt halmazt G-ben,
amelyre igaz, hogy minden g-szlalomot C' egy alkalmas jobb-eltoltjaval fedhetiink.
Ekkor G konzisztensen elGall, mint kontinuumnal kevesebb megengedett részszla-
lom uni6ja, amit be tudunk fedni C' kontinuumnal kevesebb jobb-eltoltjaval.

Konstrukcié.

Vegyiik fel a Ky, = K;; halmazt a 3.1 lemma szerint, tegyiik fel, hogy ez
egyetlen N; szerinti mellékosztalybol all.
_ Ezek utan tegyiik fel, hogy az m. szinten vagyunk, és az el6z6 szinten kijelolt
K(m-1)1,(m—1) halmaz néhany teljes, azonos méretd mellékosztalybol all. Legyen
ezek koziil az egyik H. Ekkor H alkalmas bal-eltoltjai I~((m_1);7(m_1)! mellékosz-
talyai, legyenek ezek H = Hy,..., Hgmm—1). Igy alkalmas 1 = hi,... hsm—1)
elemekre H = hi1H; = ... = hgu—1)Hs@m-1). Ezutan vegyiik fel H-ban a 3.1
lemma utani megjegyzés szerint létezd Krg!,m!S(mfl)_m majd ennek S(m —1) darab
h; ! visszatoltjat, azaz a

h 'Kl nsno1) € Hi



halmazt 1 <7 < S(m — 1)-re. Legyen

m'm‘— U h 1[(H'm'Sm 1)-

Ezt a rekurzios lépést ismételjiik el minden m-re.
Ekkor K, kompakt halmazok monoton fogyé sorozata, legyen

C= mfnoz1km!,m!-
3.2. Lemma. A konstrudlt C' halmazra dimg(C') = 0.
Bizonyitdas. Mivel H-n beliil Kg!’m! S(m—1) €8Y zartakbol allo F; fedésére

Zdlam m'S(m 1) < ;
m!S(m —1)’

igy ennek S(m — 1) példanyara (hy',.. ., hg(lm_l) alkalmazasa utan):
1
Zdlam . 77L'S(7n 1) < —
m!’

Ezutan ha a kitevét noveljik (diam(G) < 1), akkor

Zdlam -mi %,

ami bizonyitja a 0 dimenziot. [

A G-nek megfelels szlalom meghatarozasa.

Most — akarcsak az 1. Tétel bizonyitdsdban — tekintsiik a a G-t meghatarozo6
csoportsorozat egy részsorozatat ugy, hogy a K, m-t alkotd mellékosztalyok az
(4j) N,, normalosztohoz tartozzanak. Az ezt kielégitG részsorozatot még sok-
féeleképp kivalaszthatjuk, hiszen ha [?m!,m! teljes N; szerinti mellékosztalyok unioja,
akkor teljes N; szerinti mellékosztalyok uniéja is minden j* > j-re: iigyeljiink
még arra is, hogy |G,,/Gm—1] > m fennalljon (ahol Gy alatt a trivialis csopor-
tot értjiik). Innentsl G-nek ebben abban az 14j elgéllitasdban dolgozunk, amit az
N,, normalosztok hataroznak meg, legyen f(m) = |G,,/Gm—1|. Legyen tovabba
g(m) = m, és legyen az f-szlalom: [[°_, Gp,/Gp—1. Ez valoban f-szlalom, és
valéban a G csoportnak felel meg. Ugyanis képzeljiik el G-t mint egy fat, mely az
(m — 1).-r6l az m. szintre 1épve minden elemébdl annyi részre agazik, amekkora a
Ym-1: Gy — Gp—1 homomorfizmus magja.

3.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy adott a G-nek megfeleld szlalom egy g-részszlalomja,
legyen ez Z. Ez C = N5o_ Ky mi-ba tolhato alkalmas jobb-eltoldssal.



Bizonyitds. A bizonyitas sordn a konstrukcio jeldléseit hasznaljuk, melyekre rovi-
den emlékeztettiink: K¢,_1),m-1y alljon a H = Hy, ..., Hg(,—1) mellékosztalyok-
bol (a csoportok részsorozatara valo attérés utan ezek N, i szerinti mellékoszta-
lyok), és legyenek 1 = hy, ..., hg(n_1) olyan elemek, melyekre H = hiH; = ... =
hsm-1)Hs@m-1)-

El6szor azt mutatjuk meg teljes indukciéval, hogy minden m-re van olyan
y € G, amelyre (Zy)m C (Kpym)m- Bz m = 1-re vilagos (Z); egyelemd,
1?1171; nemires). Ha m — l-re igaz, akkor m-re a kovetkezst tessziik. Tudjuk,
hogy minden i-re Z); legfeljebb i! elemd. Az indukciés feltevés szerint Z,,_;
([}(mfl)!,(mfl)!hmfl'be tolhato, legyen ez a jobb-eltolt (Zx)),—1, azaz (Zx)jm—1 C
(H1)pm—1 U ... U (Hg(m-1))jm-1- Mivel a Hy,..., Hgum—1) mellékosztalyok N,,_q
szerintiek, ezért ha egy részhalmazt GG,,_;-re megszoritva tartalmaznak, akkor G-
ben is, igy (Z)m € (H1)mU. ..U (Hsmm-1))jm- Minden b € Z-re vegyiik (bx)pm, €
(Zx) helyett a H),, mellékosztalyba es6 bal-eltoltjat: ha valamelyik (bx), elem
a (H;)m mellékosztalyba esik, akkor helyette (h;bx)|,-et. Hany elemet kapunk igy
Hy,-ben? A (bx), alakt elemek szama legfeljebb m!, mivel Z g-szlalom. Ezen
(bx )|, elemek mindegyikét eltoltuk valamelyik h;-vel, igy H,-ben Gsszesen leg-
feljebb m! darab (h;bx)), alakt elem keletkezett. Ezeket pedig (K rIr{!,m!S(m—l)>|m_
be tudjuk tolni egy h € G elemmel: a (h;bx), alakt elemek mindegyikét tet-
sz6legesen kifolytatva egy-egy G-beli elemmé azok egyszerre K g!,m! S(m_l)—ba tol-

hatok annak definicioja szerint. Ekkor a (h; 1Kfr{!7m! S(m—1))Im alaki halmazokban
is megfelels helyre keriil (Zz)|,, minden (bz),, eleme: (bzh)y, = (h; ' hbxh),, itt
(hibxh)m € (Kfr{!,m!S(mfl)Nm’ azaz,

(bxh)\m = (hi_lhibxh)lm S (h;IKg!,m!S(m—1)>\m C (Km!,m!)\m-

Tehét 6sszességében wh olyan elem, amelyre (bxh)p, € (Kmimi)jm minden b € Z-re.

Tekintsiik minden m-re azt az y,, € G elemet, amelyre (Zym)‘m - (fN(m!,m!)\m.
Ekkor G kompaktsiaga miatt (y,,)-nek van konvergens részsorozata, legyen ennek
limesze 3. Allitjuk, hogy Zy C C. Tegyiik fel indirekte, hogy Z valamely b
elemére by ¢ C. Legyen d'(by,C) = D > 0, ahol d' a csoportok részsorozatéara
val6 attérés utan adodo metrika. Ha m > my, akkor d'(by,,, by) < D/2. Valamint
ha m > my, akkor Kpm C Ups(C), ahol U (C) = {z € G|d'(z,C) < ¢}.
Mivel (bym)m € ([?mg’mg)|m, ezért by, € [?m!,m! (mivel [N(m!,mg teljes N, szerinti
mellékosztalyok unidja, ezért ha egy elemet G,,-re megszoritva tartalmaz, akkor
G-ben is tartalmaz), igy d'(by,,,C) < D/2. Ekkor m > my, m; esetén

& (b9, C) < d (bym, b9) + d (bym. C) < D,
ami ellentmondéas. [

Ezen lemmak egytiittesen implikaljak a tételt: a 3.2 lemma szerint C' nulldimen-
zi6s, a 3.3 lemma szerint pedig minden g-szlalom lefedhets egy jobb-eltoltjaval.
Ekkor mivel ZFC-vel konzisztensen kontinuumnal kevesebb g-szlalom fedi a G cso-
portot, konzisztensen C-nek kontinuumnal kevesebb eltoltja fedi G-t. [J
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